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摘要：为反映非饱和地基土变形全过程，以某基础工程非饱和土为研究对象，开展固结排水三轴压缩试验。研究发现，非

饱和土的偏应力-应变曲线形态近似双曲线，基质吸力对土体力学行为影响十分明显，基质吸力越大，土体偏应力越高。根

据非饱和土变形特性及工程特点，选取邓肯-张双曲线模型作为基础模型，引入统计损伤理论，假设非饱和土微元强度服从

Weibull 概率密度分布，建立邓肯-张统计损伤模型。通过搭建初始切线模量与基质吸力的联系，建立一种新的考虑基质吸

力的非饱和土邓肯-张统计损伤模型。给出参数解析方法，得到 Weibull 分布参数经验表达式，从而修正模型。分析不同基

质吸力条件下非饱和土损伤累积规律，采用所建模型和传统邓肯-张模型对比验证非饱和土偏应力-应变试验曲线，证明所

建模型的可行性和合理性。研究成果为非饱和土的力学特性研究及辨识模拟提供一定参考。

关键词：非饱和土；基质吸力；初始切线模量；邓肯-张模型；统计损伤
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The Duncan-Chang statistical damage correction model of
unsaturated soil considering matric suction

TAN Weijia1 ，WEI Yunjie2 ，WANG Junhao2 ，GAO Jingxuan 1

（1. College of Geological Engineering and Geomatics, Chang’an University, Xi’an, Shaanxi　710054, China；
2. China Institute of Geo-Environment Monitoring, Beijing　100081, China)）

Abstract：In  order  to  reflect  the  whole  deformation  process  of  unsaturated  foundation  soil,  the  consolidated
drained triaxial compression test is carried out on the unsaturated soil of a foundation project. It is found that the
partial  stress-strain  curve  of  unsaturated  soil  is  similar  to  hyperbola,  and  the  matrix  suction  has  an  obvious
influence on the mechanical behavior of soil.  The greater the matrix suction, the higher the partial stress of soil.
According  to  the  deformation  characteristics  and  engineering  characteristics  of  unsaturated  soil,  the  Duncan-
Chang hyperbolic model is selected as the basic model, and the statistical damage theory is introduced. Assuming
that the micro element strength of unsaturated soil obeys the Weibull probability density distribution, the Duncan-
Chang statistical damage model is established. By establishing the relationship between the initial tangent modulus
and  matrix  suction,  a  new  Duncan-Chang  statistical  damage  model  of  the  unsaturated  soil  considering  matrix
suction  is  established.  The  parameter  analysis  method  is  given,  and  the  empirical  expression  of  the  Weibull 
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distribution  parameters  is  obtained,  which  is  used  to  modify  the  model.  The  damage  accumulation  law  of
unsaturated  soil  under  different  matrix  suction  conditions  is  analyzed,  and  the  partial  stress-strain  test  curve  of
unsaturated soil is compared with the traditional Duncan-Chang model, which proves the feasibility and rationality
of  the  model.  The  research  results  provide  a  certain  reference  for  the  study  of  mechanical  properties  and
identification simulation of unsaturated soil.
Keywords：unsaturated soil；matric suction；initial tangent modulus；Duncan-Chang model；statistical damage

  

非饱和土是一种固液气三相体系土，其力学性能

明显复杂于固液二相体系饱和土 [1 − 2]，基质吸力是研

究非饱和土力学特性的重要参数，将基质吸力有机地

纳入非饱和土变形过程模拟预测是非饱和土力学的

重难点[3 − 4]。

目前国内外考虑基质吸力的非饱和土力学特性

研究结果较为丰硕。Liu 等 [5] 分析了基质吸力对非饱

和土抗剪强度的影响。孙德安 [6] 研究了饱和度对非

饱和土对应力-应变关系和强度的影响。宋友建等 [7]

探索不同吸力路径下非饱和土的强度变化规律。刘

文化 [8] 研究了干湿循环作用下非饱和土的力学性

能。杨庆 [9] 开展了初始状态对非饱和土宏观力学特

性的影响研究。张庆海 [10] 以冻融干湿作为试验因素，

探讨对非饱和土力学特性的影响。以上工作丰富了

不同试验条件下非饱和土力学特性的研究，非饱和土

力学特性研究还应与本构模型相结合。赵成刚等 [11]

将非饱和土本构模型归纳为弹塑性模型、广义吸力模

型、损伤模型以及基于热力学的混合物理论模型。魏

建柄等 [12] 基于粉质黏土的非饱和蠕变试验 ,尝试改进

Mesri 模型和 Log-Modified 模型，改进后的 2 个模型为

应力 -基质吸力 -应变 -时间模型。Farouk 等 [13] 通过数

值模拟建立了预测非饱和土体含水量和基质吸力的

模型。李顺群等 [14] 通过 Brooks 和 Corey 所建基质吸

力与饱和度的经验关系，引入到 Fredlund 模型之中，

构建一种考虑基质吸力变化的非饱和土本构模型。

Hamid 等[15] 提出一种基质吸力、净正应力双变量的非

饱和土界面本构模型。秦冰等 [16] 推导了基于混合物

理论同时考虑热-水-力的本构模型。杨明辉等[17] 采用

扩展 Mohr-Coulomb 准则模拟非饱和土微单元的承载

能力，考虑外部荷载和基质吸力对非饱和土变形的影

响，建立考虑基质吸力的统计损伤模型。章志荣 [18] 将

三剪统一准则应用于非饱和土，建立考虑基质吸力的

修正剑桥模型。上述工作丰富了非饱和土本构模型

研究，所建本构模型尽管能考虑基质吸力的变化，但

多数模型未考虑土体内部损伤的累积。

邓肯-张模型是一种双曲线形态的弹性本构模型，

在基础工程、边坡工程中应用广泛。本文开展非饱和

土三轴固结排水试验，根据非饱和土变形特性及工程

特点，在传统邓肯-张模型的基础上，引入统计损伤理

论，将非饱和土力学性态的变化简化为损伤累积扩展

的过程，构建邓肯-张统计损伤模型。通过搭建初始切

线模量与基质吸力的联系，建立一种新的考虑基质吸

力的非饱和土邓肯-张统计损伤模型。给出参数解析

方法，得到概率密度分布参数经验表达式，从而修正

模型。分析损伤累积过程，辨识验证模型可行性和合

理性。研究成果为非饱和土的力学特性研究及辨识

模拟提供一定参考。 

1    非饱和土固结排水三轴压缩试验

试验土样取自重庆某基坑工地现场，土样物理力

学指标为：平均湿密度 2.13 g/cm³，干密度 1.54 g/cm³，
孔隙比 1.6，含水率 16.7%，液限 28.7%，塑限 16.9%，塑

性指数为 11.8，为粉质黏土，黏聚力 54.9 kPa，内摩擦

角 31.3°。在实验室先风干土样，待自然风干后将其碾

碎过 2 mm 筛，通过击实法制备直径 60 mm、高 120 mm
的圆柱体重塑试样。击实后以干密度 1.54 g/cm³称取

所需质量的土样分 4 层装入饱和容器，分层击实直至

最后一层，干密度误差控制在 0.02 g/cm³以内，然后抽

气饱和，保鲜膜密封静置 1 d，使水分均匀扩散。

采用 FSR-6 型非饱和土三轴蠕变仪开展基质吸力

控制下的非饱和土固结排水三轴压缩试验，将围压

设置为 100 kPa。参照已有研究结果[7，17 − 18]，100～400 kPa
是一般非饱和土的基质吸力常见范围，故将本文试验

中基质吸力分别设为 100，200，300，400 kPa，不同基质

吸力下的试验结果如图 1 所示。

由图 1 可看出，本次试验非饱和土的偏应力-应变

曲线形态近似双曲线，基质吸力对土体力学行为影响

十分明显，基质吸力越大，土体偏应力越高。在应变

值小于 1% 时，土体偏应力-应变曲线近似表现为线弹

性，随着土体的持续受压，曲线斜率逐渐递减，逐渐向

非线弹性转变。在应力作用下，非饱和土力学性态发

生改变，土体内部微缺陷、微裂隙不断发育延展，内部
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损伤不断累积扩展。传统邓肯-张模型是双曲线形态

的本构模型，尽管在土力学和基础工程中广泛应用，

但未考虑土体力学性态在应力作用下的改变，统计损

伤理论可将这种力学性态改变的过程简化为损伤累

积扩展，由此在邓肯-张双曲线模型的基础上，引入统

计损伤理论，同时考虑基质吸力的变化，以期建立较

为全面的非饱和土邓肯-张统计损伤本构模型。 

2    考虑基质吸力的非饱和土邓肯-张统计损

伤模型
 

2.1    邓肯-张模型及损伤变量

根据 Lemaitre 应变等效性假说 [19]，宏观应力 σ 作

用导致材料受损部分发生的应变 ε 与有效应力 σ′作用

导致材料未受损部分发生的应变 ε′相等，于是有：

ε = ε′ （1）

σ′ =
σ

1−D
（2）

D =
Nt

N
（3）

式中：D—损伤变量；

Nt—土体受损单元数；

N—土体微单元总数，其中 Nt≤N，故 D∈[0，1]。
考虑到非饱和土应力-应变关系的双曲线形态，传

统邓肯-张模型是一种双曲线非线性模型，故引用传统

邓肯-张模型作为本文非饱和土的基础模型，其应力-
应变关系表示为：

σ′1−σ′3=
ε′1

a+bε′1
（4）

式中：a、b—可通过试验成果确定的相关参数；

σ1、σ3—最大和最小主应力；

σ′1 σ
′
3、 —最大和最小主应力有效应力；

ε1—轴向应变；

ε′1—土体未受损伤部分的轴向应变。

利用式（2）对式（4）进行损伤演化可得：

σ1−σ3 =
ε1

a+bε1
(1−D) （5）

实际上，若通过式（3）描述损伤发展具有操作难

度，土体材料受损微单元数目难以测定，故从土体微

元强度的随机性出发，假设非饱和土微元强度 F 服从

某一类概率分布函数 Q（F），于是将 D 定义为：

D =
w F

0
Q(F)dσ′ （6）

式中：F—非饱和土微元强度。

F 与有效应力 σ′可表示为如下关系：

F = f (σ′) （7）
 

2.2    邓肯-张统计损伤模型

统计分布主要有 Weibull 分布、幂函数分布、正态

分布等 [20]，Weibull 分布因形式简练、结构简单得到广

泛应用，Weibull 概率密度函数为：

Q(F) =
m
F0

(
F
F0

)m−1

exp
[
−
(

F
F0

)m]
（8）

式中：m、F0—Weibull 分布参数。

将式（8）代入式（7）有：

D = 1− exp
[
−
(

F
F0

)m]
（9）

参考文献 [21]，结合非饱和土变形破坏特征，引

入 Mises 屈服准则，于是将 F 表示为：

F = f (σ′) =
√

J2 （10）

J2 =
1
6

[(σ′1−σ′2)2+ (σ2
′−σ3

′)2+ (σ′1−σ′3)2] （11）

式中：J2—应力偏量第二不变量；

σ2—中间主应力。

在土体三轴压缩试验中有 σ2=σ3，则式（11）可写为：

J2 =
1
3

[(σ1
′−σ′3)2] （12）

将式（9）代入式（5）可得：

σ1−σ3=
ε1

a+bε1
exp

[
−
(

F
F0

)m]
（13）

式（13）即本文所建未考虑基质吸力的邓肯-张统

计损伤模型。 

2.3    考虑基质吸力的邓肯-张统计损伤模型

根据 Hooke 定律确定初始切线模量 Eu，由于本文

对传统邓肯-张模型进行了损伤演化，故 Eu 为：

 

0

300

600

900

1 200

0 3 6 9 12 15

100 kPa

200 kPa

300 kPa

400 kPa

基质吸力

偏
应

力
/k

P
a

轴向应变/%

图 1    非饱和土偏应力-应变曲线
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Eu =
d[(σ1−σ3)(1−D)]

dε1

∣∣∣∣∣
ε1=0

（14）

土体三轴压缩试验刚开始时，认为此时土体材料

内部未受损，对应 D=0，于是变形式（14）可得：

Eu =
d(σ1−σ3)

dε1

∣∣∣∣∣
ε1=0

=
a

(a+bε1)2

∣∣∣∣∣
ε1=0

=
1
a

（15）

将式（15）代入式（13）有：

σ1−σ3=
ε1

1
Eu
+bε1

exp
[
−
(

F
F0

)m]
（16）

非饱和土是固液气三项体系土，其力学行为受基

质吸力 s 影响尤为明显，由此应建立应力-基质吸力-
应变力学模型，将 s 作为独立变量体现在本构模型

中。Janbu[22] 研究发现初始切线模量 Eu 与 σ3 在双对

数坐标中线性相关，即 Eu 是 σ3 的幂函数，文献 [23] 认
为 Eu 与 s 之间亦同样存在幂函数关系，于是将本文及

相关文献 [23][24] 中土体的 Eu 和 s 进行拟合，得到拟

合曲线如图 2 所示。
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图 2    Eu 和 s拟合曲线

Fig. 2    Fitting curves between Eu and s
 

由图 2 可看出，本文及文献 [23][24] 中土体的 Eu

和 s 之间幂次拟合关系良好，故将 Eu 与 s 之间采用如

下幂函数关系表达式[22 − 23]：

Eu = T pa

(
s
pa

)c

（17）

式中：pa—大气压（101.33 kPa）；
T、c—与基质吸力 s 有关的常数。

将式（17）代入式（16）可得：

σ1−σ3=
ε1

1

T pa

(
s
pa

)c +bε1

exp
[
−
(

F
F0

)m]
（18）

式（18）即为本文所建考虑基质吸力的邓肯-张统

计损伤模型。 

3    模型参数求解

本文所建模型参数有 b、c、T、m 和 F0，其中 b 为

邓肯-张模型参数，c 和 T 为与基质吸力 s 有关的常数，

m 和 F0 为 Weibull 分布参数。 

3.1    参数 b、c 和 T
依照邓肯-张模型中求取参数 b 的方法，取图 1 中

偏应力-应变曲线的极限偏差应力（σ1−σ3）ult 为：

(σ1−σ3)ult = lim
ε1→∞

(σ1−σ3) = lim
ε1→∞

ε1（1−D）
1

T pa

(
s
pa

)c +bε1

（19）

土体三轴压缩试验中，一般以 15% 应变值为标准

求取土体强度，尽管土体实际应变值能达到 15% 以

上，但永远不可能从物理意义上满足 ε1→∞的条件，故

（σ1−σ3）ult 的取值范围为：

lim
ε1→∞

ε1（1−D）
1

T pa

(
s
pa

)c +bε1

⩽ (σ1−σ3)ult ⩽ lim
ε1→∞

ε1

1

T pa

(
s
pa

)c +bε1

（20）

根据分数极限求导的数学计算方法，化简式（20）
可得：

1−D
b
⩽ (σ1−σ3)ult ⩽

1
b

（21）

鉴于极限偏差应力的极限性，同时考虑到模型计

算可行性，取（σ1−σ3）ult 的最大值，于是有：

(σ1−σ3)ult=
1
b

（22）

由式（22）可看出，参数 b 为（σ1−σ3） ult 的倒数，参

数 c、T 与 Eu 紧密关联，而（σ1−σ3）ult 和 Eu 皆可通过试

验结果确定，求解示意图如图 3 所示。Eu 取偏应力 -
应变曲线的初始切线，b 取偏应力-应变曲线的极限偏

差应力（σ1−σ3）ult 的倒数，Eu 和 b 如表 1 所示。

本文模型基于式（17）搭建了初始切线模量 Eu 和

基质吸力 s 之间的联系，在式（17）中 Eu 表现出与参数

T 和 c 之间的幂次关系，因此模型改进后，仍可用式

（17）求解参数 T 和 c。采用式（17）拟合不同 s/pa 值下

的 Eu 值，绘制拟合曲线，如图 4 所示。由图 4 可看出，

Eu 与参数 T 和 c 之间的幂次关系拟合良好，R2 达到

0.988 9，采用本文所建考虑基质吸力的邓肯-张统计损

伤模型进行曲线辨识时，不同基质吸力条件下的参数

T 取为 16.076，c 取为 0.632 4。 
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3.2    参数 m、F0

式（18）可变形为：

（σ1−σ3） ·


1

T pa

(
s
pa

)c +bε1


ε1

= exp
[
−
(

F
F0

)m]
（23）

在式（23）等号两侧同时取对数，有：

ln



（σ1−σ3） ·


1

T pa

(
s
pa

)c +bε1


ε1


= −

(
F
F0

)m

（24）

对式（24）等号两侧再次取对数，有：

ln


−ln



（σ1−σ3） ·


1

T pa

(
s
pa

)c +bε1


ε1




= mlnF −mlnF0

（25）

式（25）实际是一个线性方程，将式（25）变形为：

Y = mX+β （26）

Y = ln


−ln



（σ1−σ3） ·


1

T pa

(
s
pa

)c +bε1


ε1




,

X = ln F，β = −m ln F0

首先求取参数 b、c 和 T，代入式（26）后通过线性拟

合的方法，可得到参数 m、F0，线性拟合结果如表 2 所列。
  

表 2    参数 m和 F0 值

Table 2    Values of parameters m and F0
 

s/kPa m F0/kPa β R2

100 0.364 385.720 −1.569 0.976 2

200 0.487 527.936 −2.376 0.984 1

300 0.612 656.831 −4.083 0.982 5
400 0.793 703.367 −5.954 0.976 3

  

3.3    模型修正

表 2 中给出了不同基质吸力下的 m、F0 值，分别

拟合回归 m、F0 与 s 之间的关系，拟合曲线分别如图 5、
图 6 所示，拟合回归得到的修正后经验公式为：

m = 0.001 4s+0.211
F0 = 47.957s0.453 2

}
（27）

从图 5、图 6 可看出，m 与 s 线性相关，R2 为 0.990 2，
F0 与 s 表现为幂次关系，R2 为 0.978 2。将式（27）代入

式（18），在本文所建模型中添入 m、F0 的修正后经验

公式，便能得到修正后的邓肯-张统计损伤模型的经验

表达式，此时经验表达式未知参数仅有 b、c 和 T，b、
c 和 T 通过试验结果确定，与偏应力和应变紧密关联，

便于在工程实践中应用。 

4    损伤分析及模型验证

将已确定的模型参数代入式（9），绘制损伤变量
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图 3    （σ1−σ3）ult 和 Eu 求解示意图

Fig. 3    Schematic diagram of solving (σ1−σ3)ult and Eu
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图 4    Eu 和 s/pa 之间的拟合曲线

Fig. 4    Fitting curves between Eu and s/pa

 

表 1    Eu 和 b值

Table 1    Eu and b values
 

s/kPa Eu/MPa b/10−4

100 16.113 22.436

200 23.684 16.628

300 33.601 12.041
400 37.583 9.747
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累积曲线，如图 7 所示。
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图 7    损伤变量累积曲线

Fig. 7    Cumulative curves of damage variables
 

由图 7 可看出，随着应变的增加，土体损伤变量逐

渐递增。在 1% 应变值以前，损伤变量急剧累积，应变

值 1% 以后损伤变量累积速度逐渐放缓，当应变达到

15% 时，损伤变量已趋于收敛。同一应变值时，较高

基质吸力的损伤变量总是大于较低基质吸力，这说明

基质吸力对非饱和土的损伤累积起促进作用，工程实

践中应引起重视。

为验证所建模型的可行性和合理性，通过所建模

型和传统邓肯-张模型对本文非饱和土偏应力-应变曲

线进行辨识，得到计算值和试验值对比曲线，如图 8
所示。
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图 8    本文非饱和黏土计算值与试验值对比曲线

Fig. 8    Comparison curves between the calculated values and
experimental values of the unsaturated soil of this paper

 

由图 8 可看出，本文所建模型的辨识能力较强，平

均 R2 为 0.979 8，能较好地描述非饱和土偏应力-应变

曲线，传统邓肯-张模型辨识非饱和土偏应力-应变曲

线时存在较大偏差，平均 R2 为 0.942 6，其计算值在应

变 10% 以后略低于试验值。总体上，本文所建模型拟

合效果较好，精度较高，能较为准确地描述非饱和土

的变形破坏全过程。

本文试验土样为非饱和粉质黏土，为进一步验证

所建模型的适用性，引用文献 [24] 中的非饱和粉质黏

土在围压 200 kPa 下的试验数据，通过本文模型和邓

肯-张模型进行辨识，得到计算值和试验值对比曲线，

如图 9 所示。
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图 9    文献 [24] 非饱和黏土数据的计算值与试验值对比曲线

Fig. 9    Comparison curves between calculated value and
experimental value of the unsaturated soil with the data from

reference [24]
 

由图 9 可看出，所建模型对不同基质吸力下的非
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Fig. 5    Fitting relationship between m and s
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Fig. 6    Relationship between F0 and s
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饱和土偏应力-应变曲线的拟合能力较强，计算值与试

验值吻合较好，平均 R2 为 0.983 4，传统邓肯-张模型存

在较大偏差，平均 R2 为 0.939 5。
总体上，所建模型能较好地反映不同基质吸力下

的非饱和土变形破坏过程，由此验证了所建模型描述

不同类型非饱和粉质黏土的适用性。由于本文试验

及验证对象为非饱和粉质黏土，今后还应探讨研究本

文 m、F0 与 s 之间的经验公式对不同类型非饱和土的

适用情况、模型适用范围以及在实际工程中的应用。 

5    结 论

（1）非饱和粉质黏土偏应力 -应变曲线近似双曲

线，基质吸力越大，土体偏应力越高。结合应力-应变

曲线形态，选择邓肯-张双曲线模型作为非饱和土基础

模型。假设非饱和土微元强度服从 Weibull 概率密度

分布，将非饱和土力学性态的变化简化为损伤累积扩

展的过程，从而建立邓肯-张统计损伤模型。

（2）在邓肯-张统计损伤模型的基础上，通过搭建

初始切线模量与基质吸力的联系，建立考虑基质吸力

的非饱和土邓肯-张统计损伤模型。给出参数解析方

法，拟合 m、F0 与基质吸力之间的关系，从而修正模

型，得到未知参数仅有 b、c 和 T 的模型经验公式，参

数 b、c 和 T 通过试验结果可确定，便于实际应用。

（3）非饱和土在应力加载作用下，损伤变量先急

剧累积，再逐渐趋于平缓，基质吸力促进损伤累积。

本文所建损伤模型结构简单，参数较少，便于计算和

应用，利用该模型对比辨识本文以及相关文献中非饱

和粉质黏土试验数据，验证所建模型的合理性和适

用性。
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